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Resumen: Se proponen dos algoritmos para resolver el problema de consenso en un sistema de
miltiples agentes inerciales. En el primero, se logra el consenso a una posicién fija dada por
el lider virtual. El segundo protocolo resuelve el problema para una referencia variable en el
tiempo descrita como el movimiento del lider virtual. Los resultados disponibles en la literatura
se extienden para considerar la dependencia de la estabilidad del seguimiento del lider virtual
en la ganancias de control y la estructura de comunicacién del sistema. La efectividad de los
protocoles propuestos se ilustran mediante simulaciones numéricas.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas multiagente han atraido recientemente la
atencion de una gran cantidad investigadores, esto de-
bido a que son una forma de representar y estudiar fe-
némenos biolégicos, sociales y de ingenieria, tales como
la formacién y movimiento en grupos de animales o la
coordinacién de equipos de robots moviles para la solu-
cién de tareas conjuntas. Los sistemas multiagentes estan
formado por un grupo de subsistemas dinamicos, llamados
agentes, que interactiian entre si dentro de vecindades
formas por conexiones locales y a través de su estructura
de comunicacién actualizan su estado interno en base a la
informacién recibida segun el algoritmo o controlador lo-
cal. Desde la perspectiva de teoria de control los sistemas
multiagentes pueden verse como procesos de control dis-
tribuido. Algunos de los comportamientos mas estudiados
en este contexto han sido, el consenso, la sincronizacién
y el movimiento en parvada (flocking) [Jadbabaie et al.
(2002); Fax y Murray (2004); Ren et al. (2005, 2007); Yu
et al. (2010); Wang et al. (1999); Wu (2005); Ren et al.
(2008); Yu et al. (2009); Chen (2014); Reynolds (1987);
Olfati-Saber (2006); Su et al. (2009); Wang (2013); Su
et al. (2009)].

El problema de consenso en sistemas multiagente, se pue-
de describir como el proponer un algoritmo de interaccién
de modo que todos los agentes alcancen un acuerdo en
términos de una variable de interés. Es decir, que los
estados internos de todos los agentes dentro de un grupo
tomen un valor comiin, el cual es llamado el estado de
consenso. La mayor parte de los trabajos en consenso
consideran agentes con dindmicas de primer orden. Uti-
lizando resultados de la teoria de grafos, se ha mostrado
que la estructura de comunicacion juega un rol clave en la
solucién del problema de consenso, usualmente se requiere
que la estructura de comunicaciéon contenga un arbol de

expansion dirigido [Olfati-Saber y Murray (2004); Jadba-
baie et al. (2002)]. Sin embargo, se ha mostrado que para
dindamicas de orden mayor a uno, aiin cuando la estructura
de comunicacién contenga un arbol de expansiéon dirigido,
el estado de consenso podria no ser alcanzado [Ren y
Atkins  (2007)]. Considerar agentes de segundo orden
conduce a dindmicas mas realista, esto es especialmente
significativo desde la perspectiva del campo de la ingenie-
ria, debido a que los actuadores (e.g. motores, turbinas,
etc.), en general, pueden afectar solamente la aceleracion a
través de la inercia de los agentes. Ademas, se ha mostrado
que incluir el efecto de la inercia en el modelo de la
dinamica de cada agente, llamado agente inercial, puede
causar que el estado de consenso no sea alcanzado bajo
las mismas condiciones en las cuales agentes de segundo
orden si [Li y Spong (2010)]. El problema de consenso en
sistemas de agentes de segundo orden con parte no lineal
también han sido considerado [Yu et al. (2010)]. Por otro
lado, es de especial interés poder imponer el valor final al
que convergen los estados de los agentes, principalmente
en aplicaciones de tareas colaborativas. A este problema
se le llama consenso con lider, desde esta perspectiva se
considera la existencia de un agente, fisico o virtual, que
establece el estado de consenso deseado. Algunos trabajos
han considerado agentes de primer orden, obteniendo con-
diciones necesarias y suficientes bajo las cuales el consenso
con lider virtual es alcanzado cuando la estructura de
comunicacion contiene un arbol de expansién dirigido
[Ren (2007)]. Otros, considerando agentes de segundo
orden con parte no lineal, han propuesto algoritmos de
control basados en pinning tal que el grupo siga a un
agente lider como en [Lu y Chen (2010)]. El problema
de consenso con lider en sistemas de multiples agentes
inerciales, fue investigado en [Liu et al. (2008)]. En dicho
trabajo, se considera que todos los agentes de conocen la
velocidad deseada establecida por un lider virtual que se



desplaza a velocidad constante. En el presente articulo,
se extiende este resultado para considerar que el lider
virtual, es un agente aislado del grupo, el cual puede
cambiar su velocidad con el tiempo. Méas aun, se asume
que solo unos cuantos agentes puede recibir informacién
de directa del lider.

2. PRELIMINARES

En esta seccion, se introducen los conceptos béasicos y la
notacion utilizada en el resto del documento. Para mayo-
res detalles, se recomienda al lector consultar [Mesbahi y
Egerstedt (1954)].

Sea R al conjunto de los nimeros reales y C el de los
complejos, se denota como RT al conjunto de los reales
positivos. Para u € C se escribe como Re(u) (Im(p))
su parte real (imaginaria). Dada una matriz A € RV*V
se denota como Rank(A) al rango de A. Iy € RVXN
(On € RY*N) es la matriz identidad (cero) y 1y € RV
(0n € RY) el vector con todas sus entradas igual a uno
(cero).

Un grafo esta descrito por un par de conjuntos G =
(V,€) en donde V = {v1,va,...,vN} es un conjunto
finito de nodos y £ C V X V un conjunto de pares
ordenados sobre los nodos (v;,v;), llamados enlaces. El
par (v;,v;) con 4,5 = 1,2,...,N nos indica que el
nodo j recibe informacién del nodo , pero no viceversa,
esto es, G es un grafo dirigido. Al nodo 7 se le llama
padre y al j hijo. Un camino dirigido de longitud k es
una secuencia de enlaces dentro de un grafo dirigido de
la forma (v;0,v51), Vi1, Vi2)s- -5 (Vik—1,Vi k). Un arbol
dirigido es un grafo (dirigido) donde cada nodo tiene un
solo nodo padre, excepto por un nodo, llamado raiz, el
cual no tiene padre. Ademas, la raiz de un arbol dirigido
tiene un camino dirigido hacia todos los otros nodos. Un
arbol de expansion dirigido de G es un arbol dirigido que
contiene todos los nodos de G. Un grafo dirigido tiene
o contiene un arbol de expansion dirigido si existe un
arbol de expansion dirigido como un subconjunto del grafo
dirigido, esto es, existe cuando menos un nodo raiz que
tiene un camino dirigido hacia todos los deméas nodos.

Las matrices asociadas a un grafo dirigido G son:

» La matriz de adyacencia A(G) € RV*N que se define
como a; =0y a;; > 0si (vj,1;) € E, endonde i # j.

» La matriz Laplaciana £(G) € RV*Y que se define
como l; = —Zj# a;j y lij = —a;j, donde i # j.
Note que Z;\le l;;j=0,Vi=1,2,..., N, por lo tanto
L(G) es una matriz difusiva.

Un resultado importante relacionados con la matriz La-
placiana, £(G), o L por simplicidad, es el siguiente.

Lemma 1. [Ren y Beard (2008)] La matriz Lapla-
ciana £ tiene un tnico valor propio 0 y todos los
demas tienen parte real positiva, si y solo si, el
grafo G contiene un arbol de expansion dirigido.
Ademas, si £ € RV*V entonces el Rank(L) = N —1.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En esta seccion, se plantea el problema principal de este
trabajo, asi como el sentido en que se propone extender
resultados previos del problema de consenso con lider
virtual.

Considere el sistema multiagente compuesto por N agen-
tes inerciales
Di = Vi,
mﬂ}i:ui, i=1,...,N (1)
donde p;,v;,m;,u; € R™ son la posicién, velocidad, la
masa y la entrada (o protocolo) de control del i-ésimo
agente, respectivamente. Ademas, considere que el grupo
de agentes interactta a través de una red de comunicacién
representada por un grafo dirigido G = (V,€). En este
trabajo solo son considerados grafos fijos, es decir, la red
de comunicacién no cambia en ningin momento.

Note que la dindmica de cada uno de los agentes se ve
afectada por su propia inercia, esto hace que el grupo
de agentes no sea homogéneo. Méas aun, si m; = 1
Vi=1,...,N,ladindmica de los agentes es equivalente al
caso de segundo orden estudiado por [Yu et al. (2010)].

La dindmica del agente lider virtual esta dada por:

P = v,

U.l = f(pla Ulvt) (2)
donde p;,v; € R™ son la posicién y velocidad del lider
virtual, f : R® x R® x RT es una funcién no lineal

que describe la aceleracion del lider. En este trabajo
realizamos la siguiente suposicion

Suposicion 1. La funcién no lineal en (2) es con-
tinua por pedazos y localmente Lipschitz.

En el contexto presentado el problema de consenso con
un lider virtual se define como

Consenso con lider virtual: Se dice que un sistema
multiagente alcanza un estado de consenso con un lider
virtual si para cualquier condicién inicial

Tim [|ps(t) = pi(8)]| =0, (32)
Im |vs(t) —v(t)| =0, i=1,...,N.  (3b)
t—o0

4. RESULTADOS PRINCIPALES

En primera instancia se trata el problema cuando de con-
senso a lider con velocidad constante y, posteriormente,
para el caso de velocidad variante con el tiempo.

4.1 Lider sin aceleracion

Sea un sistema de multiples agentes (1), y un lider virtual
con modelo (2) cuya aceleracion es f(p;, v, t) = 0.

Note que si las condiciones iniciales del lider virtual son
v1(0) = 0y pi(0) = pg, entonces, el lider describe una
posicion deseada estatica a la cual deben converger el
grupo de agentes seguidores. Mientras que, si v;(0) = vy,
el lider describe una trayectoria deseada a la velocidad
constate a la que el grupo de agentes debe desplazarse.



Sea el protocolo de control, también llamado algoritmo de
consenso, dado por:

N
u = —k Z ai; (pi
j=1

‘7_
—d; [k(pi — ) +b(v
i=1,...,N

donde k,b € RT son ganancias por disefiar, a;; es el ij-
ésimo elemento de la matriz de adyacencia asociada a la
estructura de comunicacion A(G). La variable d; se uti-
liza para establecer cuales agentes obtienen informacion
directamente del lider de la siguiente manera d; > 0 si
el agente ¢ recibe informacion del lider virtual y d; = 0
en caso contrario. Observe que (4) es un algoritmo dis-
tribuido, es decir, solo utiliza informacién local, ya que
a;; 7 0 tnicamente cuando el enlace de comunicacion
(vj,v;) existe.

N
) — bZaij(vz
i _Ul)]v (4)
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Los errores en posiciéon y velocidad, son p§ = —

y v§ = v; — v, respectivamente. Tomando (1 ) ( )
dlnamlca del error puede reescribirse en términos de los
elementos de la matriz Laplaciana £(G) como

Py =i,
N
95 = =k dop -WE:zw+dj’ )
1= 1, ..., N.
Definiendo P¢ = [(p‘f)T,...,(pfv)T]T como el vector

. T
error de posicion y V¢ = [(v)",..., (v%)" ] como el
vector de error de velocidad. Entonces, el error del sistema
completo (5) se puede reescribe en forma matricial como

Pe — ‘/e7
(M ®I,)V¢ = —k(Lp ® I,)P* —b(Lp @ L,)VE  (6)

donde M = diag(my,...,my) € R¥*N es la matriz
de inercias del grupo de agentes, Lp = L + D con
D = diag(dy,...,dy) € RV*N v @ denota el producto
de Kronecker.

Antes de continuar, se realiza la siguiente definicion:

Se llama grafo extendido G, al grafo que representa la
estructura de comunicacién que considera al agente lider
como el elemento N + 1 dentro de la red de agentes. Adi-
cionalmente £1 € RINtDX(N+1) o5 13 matriz Laplaciana
asociada a G.

En relacién con la anterior definicion, se tiene lo siguiente.

Lemma 2. La matriz Lp es invertible si y solo si
G™ contiene un arbol de expansién dirigido con el
lider virtual como raiz. Mas atin,los eigenvalues de
Lp son todos positivos.

Demostracién: Sea £71 la matriz Laplaciana asociada

al grafo G*. Note que LT = {ENX(N'H) ], y que, por
1x(N+1)

construccién, es una matriz con suma por renglones igual

a cero. Méas atn, por el Lemma 1, se sabe que Rank(L1) =

N. Lo anterior implica que Rank(Lyx(n4+1)) = N si GF

contiene un arbol de expansion dirigido, ya que el ultimo
renglon de L tiene todos sus elementos iguales a cero.
Note que Ly (n+1) = [H|b], donde H € RNV*N esta dado

como h;; = —a;;, cuando i # j, hy; = E;V:ilj# ai; y b=
[—a1(N41)s - —aN(NH)]T. Observando que Ly (n+1)

tiene N + 1 columnas y que todos sus renglones suman
cero, consiguientemente se tiene que la tltima columna
de Lyx(n+1) depende de sus primeras N columnas,
donde b = —H1ly. Como resultado, el Rank(H) =
Rank([H|b]) = N si y solo si G contiene un arbol de
expansion dirigido. Ademas, dado que H es de rango
completo, entonces H es invertible. Por ultimo, se posible
observar que la matriz H = £L 4+ D = Lp, esto implica
que Lp es de rango completo, y por lo tanto invertible.
Ya que G contiene un 4rbol de expansién dirigido,
por el Lemma 1, se sabe que £ tiene un tnico valor
propio cero y los demas con parte real positiva. Luego
entonces, existe una matriz P tal que £+ = PATP~! con
AT = diag(A1, ..., Ans1)- Sin pérdida de generalidad es
posible ordenar los valores propios como A\; > ... > Ay >
An+1 = 0. Dado que Lp es de rango completo, todos su
valores propios son distintos de cero. Entonces, todo los
valores propios distintos de cero de L™ corresponden a los
valores propios de Lp, esto implica que todos los valores
propios de Lp tienen parte real positiva. B

Note que M es una matriz diagonal con todos sus ele-
mentos m; € Ryg y que, por lo tanto, existe su inversa
que tiene la forma M~ = diag(mil, . mN) Mas atn,
M~ es definida positiva ya que sus valores propios son

o; = ? para todo ¢ = 1,..., N. Por lo tanto, la matriz

M _1£D es definida posmva.

Sea X¢ = [(P*)T “1Lp, es

L(VO)T]" e RNy T = M
posible escribir (6) ¢

omo
X° = (81 © L,)X* (7)

On In

donde Z; = {—kl“ —bf} € R2Nx2N Los valores propios

de Z; juegan un rol muy importante en el anélisis de
convergencia de (7). Suponga que p; ;(i = 1,...,N,j =
1,2) y Ay(i=1,...,N) son los valores propios de Z; y I,
respectivamente. Para encontrar dichos valores propios de
=, se debe resolver la ecuacion caracteristica det(ulony —
=1) = 0, luego entonces

- o ,LLIN IN
det(uly — Z1) = det ( KD ply —|—bI‘>
= det(u* Iy + (k + bu)T) (8)
Ademas, observe que
N

[T+ (9)

i=1

det(uly +T) =

en donde \; es el i-ésimo valor propio de I" [Ren y Beard
(2008)]. De la ecuacion (9) se observa que (8) puede
reescribirse como
N
det(u®In + (k + bu)T H 4 (k+bu)X)  (10)

lo cual implica que las raices de (8) se obtiene resolviendo
(10). De forma directa, los valores propios de Z; estén



dados por

—b\; 202 — 4k )\,

1= AE VN R (11a)
—b)\; — /202 — 4k

i = : (11b)
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El siguiente teorema muestra las condiciones necesarias y
suficientes para el problema de consenso con lider virtual
bajo el algoritmo (4).

Teorema 1. El estado de consenso (3a) y (3b)
es alcanzado en un grupo de miiltiples agentes
inerciales (1) con protocolo (4) si, y solo si, la
estructura de comunicaciéon G contiene un arbol
de expansién dirigido y

b2 , Im(\;)?

— > Inax

k = 1<i<N Re(N\;)(Re(M)? + Im(\;)?)

donde \; son los valores propios de I'.

(12)

Demostracion: Note que las soluciones de la dinamica
del error son X¢(t) = e(511®In) X¢(0) = (eZ1t ®1,,) X¢(0).
Ademas, (3a) y (3b) implica mostrar que la dinamica
del error asintoticamente converge a cero. Para ello, es
suficiente con mostrar que Z; es Hurwitz. Del Lemma 2,
sabemos que todos los valores propios de I' tienen parte
real positiva si y solo si G contiene un arbol de expansién
dirigido con el lider virtual como raiz. Entonces, solo
queda dar condiciones sobre k y b tal que Z; es Hurwitz.
De tal forma que se debe mostrar que (12) se cumple si y
solo si Re(f;;) <0, para (i =1,...,N, j=1,2).

Sea \/b?\? — 4k\; = o + i3, donde « y 8 son nimeros
reales e i = +/—1. Ahora, de (11), se observa que
Re(pij) < O con (i = 2,...,N, j = 1,2) si y solo
si —bRe(X\;)) < a < bRe()\;), lo que es equivalente a
a? < b?Re()\;)?. Entonces es suficiente mostrar que (12)
se mantiene si y solo si a® < b2Re()\;)?. Es fcil observar
que
V2A\? — kN = (a+iB)?

Separando partes reales e imaginarias de la expresion
anterior se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

o — 3% =b* (Re(N\;)? — Im(\;)?) — 4kRe()\;)
af = b? (Re(\)Im(N\;)) — 2kIm(\;)
manipulando las ecuaciones anteriores,
0 =a' — [b” (Re(\;)? — Im(\;)?) — 4kRe(N;)] ® - -
— Im(\)? (B*Re(\) — 2k)* =0

al substituir la condicién a? < b?Re();)? en la expresién
anterior, se puede observar que dicha condiciéon se man-
tiene si y solo si (12) se cumple. B

Note que el Teorema 1 da condiciones necesarias y sufi-
cientes tales que el estado de consenso (3) es alcanzado.
Estas condiciones estan dadas en términos de la estruc-
tura de comunicacién GT, asi como sobre las ganancias k
y b, que dependen de las partes reales e imaginarias de
los valores propios de la matriz I'. Condiciones similares
sobre las ganancias son presentadas en [Yu et al. (2010)]
para resolver un problema de consenso entre agentes.

4.2 Lider con aceleracion

En esta seccion se considera que el lider tiene aceleraciéon
distinta de cero. Ahora, considere el siguiente protocolo
de consenso:

ko b —
wp=—— > ay(pi—p;) — — > ai(vi—v;)  (13)
5= 5=

K3

N
1 . d; .
+— Zaijvj — — (k(pi —p1) + b(vi — ) — 0r),

m i3 i
i=1,....N

en donde 7; = mii(di —l—E;-V:l a;j). Note que este algoritmo
considera que la aceleracion de los agentes y el lider
virtual es informacién disponible y que es transmitida a
través de los enlaces de comunicacion.

Definiendo de la misma manera los errores de posicion y
velocidad del agente 4, es decir, p§ = p; —p; y v§ = v; — vy,
respectivamente. Entonces, de (1) y (13), la dindmica del
error puede escribirse como

Py =v;
ko b
mitf =— = (Lij +di)p§ — — > (L + di)v5,
5= =
1 N
+ =Y ayif, i=1,...,N
Ui

Il
_

J
o bien, de forma matricial como

P =ve (14)
(ED ® In)l'/e = — k(ﬁp ® I”)pe — b(l:D X In)’Ue

[P0, (057"
de posicion, y v¢ = [(v9)T,..., (v§)7] " como error
velocidad. Nuevamente, las propiedades de Lp son claves
en el desarrollo de la prueba de estabilidad de la dinamica
del error.

donde p°® = es el vector de error

El siguiente resultado muestra condiciones necesarias y
suficientes bajo las cuales el estado de consenso con un
lider virtual es alcanzado

Teorema 2. Sea un sistema de miultiples agentes
inerciales con dinamica (1), un lider virtual con
dinadmica (2) que cumple con la suposicién 1,
y algoritmo de consenso (13). El problema de
consenso con un lider virtual (3) es resulto si y
solo si el grafo G contiene un arbol de expansién
dirigido con el agente lider como raiz. Mas atn, si
b > 2v/k para cualquier k € R, la convergencia es
exponencial.

Demostracion: Considere la dindmica del error mos-
trada en (14). Note que, por suposiciéon G' contiene un
arbol de expansion dirigido, entonces por el Lemma 2 Lp
tiene inversa. Por lo tanto, la dinadmica del error puede
ser escrita como

pe — ,Ue
¢ = —k(Iy ® L,)p° — b(Iy ® I)v°



Figura 1. Red de agentes inerciales y un lider virtual.

donde se hace uso de las propiedades del producto de Kro-
necker. Reescribiendo lo anterior de forma méas compacta
se tiene ]
X=(Ey01,)X°

donde X¢ = [(p)T, ()17 y 25 = {_%]}N _‘ZJ}N].
Para mostrar que el error converge asintoticamente a
cero, se debe mostrar que =5 es Hurwitz. Sean u los
valores propios de =5, note que es posible calcularlos de
la siguiente forma

- 1 -1
det(uIQN — :.2) = det (’ng ILLIN +NbIN )
=u?+bu+k
observe que la expresion anterior es similar a la ecuacién
(8), sin embargo, se sabe que Iy tiene todos sus valores
propios iguales a uno. Por lo tanto, las raices del polinomio
caracteristico de Z5 son

/12

i = w, i=1,...,2N

Note que con k,b > 0, los valores propios de Z5 tienen
parte real negativa, por lo que =5 es Hurwitz. Més atn,
dado que k,b € Rt si la desigualdad b > 2Vk se
cumple, todos los valores propios de =5 tienen Re(u;) < 0
y Im(u;) = 0. Entonces, los errores convergen a cero

exponencialmente si y solo si b > 2vk. B

Note que el algoritmo (13) considera a la aceleracion como
una medida que puede ser compartida entre agentes veci-
nos. Esto se supone debido a que en algunas aplicaciones,
principalmente en robética, la aceleraciéon de cada uno
de los agentes puede ser medida. Es decir, es posible
que la informacion compartida por agentes, como robots
moviles, sean la posicion, velocidad y la aceleracion de
cada uno de ellos.

5. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccién se muestran un par de ejemplos numé-
ricos que ilustran los resultados tedricos presentados en
la seccion anterior. En ambos casos, se supone un grupo
de N = 4 agentes inerciales de dimensiéon n = 1 con
masas m; =1+ 1 donde ¢ = 1,...,4, y las estructuras de
comunicacion se muestran en la Figura 1. Ademas, sean
'y, v I'y las matrices correspondientes a la estructura de
comunicacién mostrada en la Figura la y 1b, respectiva-
mente.

5.1 Lider sin aceleracion

Considere la estructura de comunicacién mostrada en la
Figura 1b aplicando el algoritmo (4). Observe que el grafo

Figura 2. Posiciéon y velocidad de una red de agentes con
un lider virtual sin aceleracion.

1 = B
\ o)
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Figura 3. Posicién y velocidad de una red de agentes con
un lider virtual con aceleracion.

G de la red mostrada en la Figura 1b contiene un arbol
de expansion dirigido con el agente lider como raiz, donde,
los valores propios de la matriz I'y asociada a la red de
agentes son: 0.3333, 0.2596 y 0.8202+0.0380. Suponga que
la ganancia k = 1, entonces la condicion (12) del Teorema
1 se cumple si b > 0.0511. La Figura 2a y 2b, muestran
la dinamica del error en posicién y velocidad de la red de
agentes cuando b = 0.0411 y b = 0.0611, respectivamente.

5.2 Lider con aceleracion

Es claro que el algoritmo de consenso (13), no esta bien
definido para la red de la Figura la, ya que el agente
2 no recibe informaciéon del lider virtual y de ningin
otro agente, por lo que 772 = 0. Lo anterior ilustra la
importancia de la existencia de un arbol de expansién
dirigido en la red G cuando se aplica el algoritmo (13).
El caso contrario se muestra en la Figura 1b, donde
el algoritmo (13) si esta bien definido. Luego entonces,
segtin el Teorema 2, para cualquier k,b > 0 el estado de
consenso con un lider virtual es alcanzado. En la Figura
3 se muestra que el estado de consenso (3a) y (3b) es
alcanzado, atin cuando su velocidad cambia con el tiempo
debido a una aceleracion f(p;,v;,t) = —sin(t).

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se investigan dos algoritmos de consenso
para sistemas de multiples agentes inerciales con un lider
virtual. Primero se considera que la posicién del lider
es fija con velocidad cero, o con velocidad constante,
es decir, agende lider con aceleracion cero. El algoritmo
de consenso utiliza solo informacién local. Se muestra
que, el grafo que incluye al lider virtual como parte del
grupo, debe contener un arbol de expansiéon dirigido con
el lider como raiz, para garantizar la convergencia de
las posiciones y velocidades del grupo al valor deseado.



Ademas, se hace notar que las partes reales e imaginarias
de los valores propios de la matriz Laplaciana sumada a
una matriz diagonal que indica la conexién de un agente
con el lider virtual, juegan un rol importante en el analisis
de la estabilidad del estado de consenso. Adicionalmente,
se considera un agente lider con aceleracion distinta
de cero, tal que la velocidad del lider cambia con el
tiempo. El algoritmo de consenso propuesto considera las
aceleraciones de los agentes vecinos y el lider virtual (en
caso que el agente pueda recibir informacion del lider).
Se muestra que, si el grafo extendido contiene un arbol
de expansion dirigido con el lider como raiz, el estado de
consenso con un lider virtual es alcanzado. A diferencia
de los resultados mostrados por [Liu et al. (2008)], donde
se considera que todos los agentes tienen acceso al valor
deseado de consenso, en este trabajo se considera que solo
una pequefia porcion del grupo (inclusive solo un agente)
tiene acceso a dicha informacion. Ademés, se extienden
los resultados presentados por [Yu et al. (2010)], en
donde se estudia el problema de consenso sin lider en
grupos de agentes idénticos de segundo orden, para casos
de modelos de agentes inerciales con un lider virtual. En
futuras publicaciones se ampliaran estos resultados a los
casos de agentes con dindmica no lineal y estructura de
comunicaciéon cambiante en el tiempo, por ejemplo, grafos
que dependen de la posicion relativa entre agentes.
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